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Méthodes d’interpolation
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Interpolation spatiale

« Etant donné un ensemble de données
(Xor Yo)s (X,Y1)s +eey (XnsYn)s
on cherche a obtenir un polynéme de degré “n” P(x) tel que
P(x) =y, pourk =0, ..., n.

¢ Interpolation polyndmiale

* Polyndmes de Lagrange

* Splines cubiques
* Interpolation de champs bi-dimensionnels

* Interpolation bilinéaire et bicubique
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Interpolation polynémiale:
méthode de van der Monde

Considérons: P(X) = a, +aXx+a,x’ +--+ax"

Interpolation conduit au Yo =89 + 8 Xg +8,X5 +-+a,Xg,

systeme d'équations Yy =8, +aK +ax 44,

Yy, =a, +a X, +a,xX> +---+ax"

nn»

Sous forme matricielle,

1 % - X )@ Yo
1 % - x| & R
1 x, - x \a, Ya

« Interpolation est dite globale si P(x) passe par tous les points

» Systéeme d'équations linéaires est souvent difficile a résoudre et
mal conditionné.
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Polynébmes de Lagrange

Interpolation linéaire passant par les points (Xo, Yo) €t (X1,Y1)
peut étre mise sous la forme
P(x)=a(x—Xy)+b(x—x,)
_(x=xg) L (x=x)
(Xl - Xo) ' (Xo - X1)
Cas quadratique:
P(X) = a, +a,x+a,x’

_ (X_Xo)(x_x1) + (X_Xo)(x_xz) + (X_Xz)(x_x1)

Yo

X060 %) T ()0 %) T (6 —X) (6 %)
Définition d’'un polyndme de Lagrange d’ordre “n”:
(X=X)(x=2) - {X=Xj_1) X =X1,p) - (X X))
(Xj _XO)(Xj _Xl)" '(Xj _Xj—l)(xj _Xj+1)' "(Xj _Xn)
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Interpolation de Lagrange d’ordre “n”:
P(X) = z L(jn)(x)yj
j=0

Interpolation d’Hermite:
* Polynéme P(x) d'ordre (2n-1) tel que
P(Xi) =Y

dP ,
— (x)=V
dX ( I) yl

ou y' est la dérivée dey.
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Remarques sur I'interpolation globale

« Evaluation de P(x) est colteuse puisque tous les points
interviennent

* Polyndme obtenu satisfait exactement les données et est
conséquemment extrémement sensible aux erreurs de ces
données

Exemple: fonction f(x) = 1/(1 + 25 x?)

On peut montrer que p, —w
lorsque n —oo dans I’intervalle 0.726... <|x| < 1.
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Interpolation polynomiale de la fonction de Runge (ordre 5)
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Interpolation polynomiale de la fonction de Runge (ordre 20)

_2|
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Interpolation linéaire de lafonction de Runge
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Interpolation polynémiale par morceaux: les
splines cubiques

Spline cubique

~sx)

Interpolation polynémiale par morceaux: les
splines cubiques

* Polyndmes d’ordre moins élevé qui ne requiérent
qu’un nombre limité de points

» Spline cubique ne requiert que les valeurs (x;y;) en
“n+1” points et doit satisfaire les conditions suivantes:

1. Pourj=0,...,n-1 S;(x)=a; +b;(x=x;)+¢;(x=x,)* +d;(x—x;)’
2. Pourj=0,...,n-1 S;(x))=y; etenplus S, (x,)=Y,
3. Pourj=0,...,n-2 S (X)) = S;(%;,)
4. Pourj=0, ...,n-2 Sia(Xj) =S (%5,)
5. Pourj=0, ..., n-2 S1a(Xju) = S7(xp.)
« Conditions-frontieres supplémentaires:
§"(Xo) =S"(x,)=0  ou S7(%o) =y’ (Xp) €t S7(xy) = ¥’ (%)
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2 3
SM(X) =a, +bj+1(x—xj+1)+cj+1(x—xj+1) +dj+1(x—xj+1)

S; () =a; +b; (x—x;)+¢; (x—X;)* +d; (x—x;)°

1. Interpolation: Si(x)=y; =g=y; pourj=0,...,n-1
Spa(*n) =Y
2. Continuité:  Sj1(Xj41) = S(Xjz0) pourj=0, ..., n-2
ay.; =a; +b; (X, —X) +¢; (X —%))? +d; (X, — X))

3. Continuité des dérivées premieres

S'j11(Xj1) = S'j(X41) pourj=0, ..., n-2

by, =b; +2¢;(x;,, =) +3d; (x;, — X, )*

4. Continuité des dérivées secondes

S"11(X+1) = S"j(%j44) poUrj=0, ..., n-2

Cia=2C;+6d;(X;,;—X;)
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Conditions aux frontiéres: S”"y(x,) =0
impliquent que
2c, =0
S”,.1(x,) = 0 implique que
2c,;+6d, (X, -X,1) =0
 Nombre de paramétres a estimer: 4n

* Interpolation fournit (n+1) contraintes

* Continuité de S(x), de S'(x) et de S”(x) imposent 3(n-1) contraintes.

* Deux conditions frontieres supplémentaires
* Total = (n+1) +3(n-1) +2 = 4n.
« Spline permet d’obtenir une représentation
différentiable d’'un champ.
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Exemple

» On considére trois points 0., 0.5 et 1.0 pour
lesquels

f(0)=0. f(0.5)=1. f(1)=0.
» Laspline cubique prend alors la forme:

g + X +cox? +dyx® 0<x<0.
S(x) = 2 3
a, +b,(x-05)+¢,(x-05) +d,(x-05)° 05<x<1

» Systéme de 8 équations doit étre résolu pour
trouver les coefficients
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Systéme d’équations

1 0 0 0o 0 0 0 0 Ya,\ [0
Valeurs

interpolées 00 0 0 1 8§ 0 0 bb | |1
00 0 1 05 025 0125)¢,| |0
S(x) 1 05 025 0125 -1 0 0 0 |d,] |o
Continuité¢ S| [0 1 1 075 0 -1 0 0 |a| |0
S'x) 10 6 1 0

S0 1
Cond.-Front. © - n
sl e 8 g 0

« Trois équations pour les valeurs d’interpolation

« Condition de continuité en x = 0.5

« Continuité de la dérivée en x =0.5

¢ Continuité de la dérivée seconde en x =0.5

« Conditions aux frontiéres libres S”(0)=0et S” (1) =0
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Résultat

 Solution du probléme dans SCILAB
* a,=0,b;=3,¢c,=0,d,=-4
*a=1b;=0,¢c,=-6,d,=4

» Matrice S définissant les conditions de la spline
cubique est bien conditionnée:

* cond(A) =31
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Exemple d’interpolation avec la spline cubique

Interpolation avec la spline cubique

S —  —
Spi-------
F(x) = sin(nx)

S(x)

-1.0 T T T T T T T
0.0 01 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
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Autre probléme

Interpolation avec une spline cubique
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Interpolation de champs bi-dimensionnels

« Interpolation bilinéaire

* Champ F(x,y) définis aux points (x;,y;) que I'on désire
interpoler au point (X,Y) tel que xo < X <x,ety, <Y <y,

1
Fa =F(xq.¥1) ! Go Fy =F(xy.¥1)
IX,Y)
.
F1 =F(Xo.Yo) | F, =F(X1,Yo)
|
Glz(x_XO)F2+(X1_X)F1 GZZ(X_XO)F4+(X1_X)F31
(Xl _Xo) (Xl - Xo) (Xl_XO) (Xl_XO)

Interpolation bilinéaire

O=Y) 5, 0n=Y) o

2

1

F(X.Y) =

(y1’yO)) (Y1’yo))
_(Y-y) {(x ), (6 =X) F3}+ (¥:-Y) {(x “X) e 6= X)
(y1’YO)) (X1’Xo) (X1’Xo) (yl’yo)) (lexo) (X1’Xo)
= %[alﬁ +o,F, +o,F, + OLAFA]
(Xl - XO)(yl - YO)
ou ;= (¥, —Y)(X;—X) a=(y1-Y)(X = Xo),

a3 = (Y= Yo)(x—X) o= (Y- Yo) (X = Xo),

Série de Taylor de F(X,Y)

F(X,Y) = F(x, YO)+X%(X01 yo)+Y%5(xm Yo)

1(,,,F oF O°F
‘*’5 (Xz Fa (%, y0)+2XY% (% Yo) +Y? ? (%, y(;)]

SCA-4011 Méthodes numériques

}

Prof. Pierre Gauthier




SCA-4011 Méthodes numériques (Hiver 2011)

Interpolation bicubique de Lagrange
Requiert une grille de 4x4 et donc 16 valeurs de F(x,y)
G|
®
|
|
| (5.Y)
- P ———-
Gy
|
|
|
Gyl
f
|
|
|
Fo Fy Gil F Fs
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Interpolation bicubique de Lagrange

G - F (XXX =%)(X=%) o (X=%)(X =%)(X =X;)

(Xo %) (% =X, ) (% — Xs) (Xz %) (% = %) (% —X%;)
(X X)X =%)(X-x%) (X %) (X =%)(X =X;)

(><3 %) (X =%, ) (% — Xo) (xl %) (% — %) (% — %)

Bicubique de Lagrange fait donc intervenir des

termes d’ordre 6 dans le développement polynémial

de F(x,y)
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Intégration numérique
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Intégration numérique

Solution approximée a une intégrale de la forme

= 'T f (x)dx

a

Deux situations

* fonction n’est connue qu’en un nombre de points donnés;
* une forme analytique de f(x) est connue

Dérivation numérique est plus difficile en ce qu’elle
tend a amplifier I’erreur alors que I'intégration
tend a réduire cette erreur.

Quadrature: schéma d’intégration d’une fonction
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Méthode du rectangle

Considere que [a,b] est partitionné en sous-

intervalles
I= [Xi,Xjsq], pour i =1, ..., n
X; =8, Xpup = bethy=x,, -
Donc b N n X
=[O =21, =3 [ f(x)dx
2 i=1 i=1 X

/7/ 1= [ oo

% .

N S L R

f(X) / 5%
=hfl == = f(y)h
fiy) - ( 2 ]

Méthode du trapéze
 Utilise les valeurs aux points x; et x;,;
f(x)

(X1

f(x)

Iizh

=T(f)= zh f(x);W
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(f00)+(x.0)

2

Précision de la méthode du rectangle
Développement en série de Taylor au voisinage de y;:
£ = £ () +(x=y) F'()+5 (k=) () +5 (x= Y (%)
21 (=) T )+ ()= ))

Intégration analytique de cette série:

I fJ.f(x)dx hf(y)+—f "(y,) +

car les termes impairs ont une mtegrale nulle.

Erreur totale sur I'intégrale est:
3

h h}
E +——
rect. 24 (y ) 1920

=hlA+h’B+0(h)

5

1920

f® (yi)+ O(hi7)

£ (y))+0(h/)

SCA-4011 Méthodes numériques

Prof. Pierre Gauthier

Précision de la méthode du trapéze

Développement en série de Taylor au voisinage de y;:

h
f(Xi):f(v~)**'f'(Y-)+lh-2f”(y~)* hef7(y;) + gz ' f

384 i

f(xia)= f(y)+—'f (V) + 3 E() + g () + e b

48 i

Donc:

w (y;) +O(h)

£ (y;) +O(h7)

f(x)+ f(x
IR )2+ ST ) +O)
Intégration analytique de cette série:
roadeen FO+ ) W h3 i) 7
|,_£f(x)dx—h 5 F(y) =g () +OM)

Erreur: Eyap. = —2AN° —4BK +O(H)
Méthode du rectangle est donc plus précise.
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Reéegle de Simpson

Combinaison de la reégle du rectangle et de celle
du trapeze de maniére a annuler le terme d’erreur
d’ordre O(h?) 2 1

S(f) = §R(f)+§T(f)

S(f) est larégle de Simpson qui est donc
S(f):zg{f(xi)+4f(xi+2x”l]+f(xi+l)} )
i=1

Le terme d’erreur est alors d'ordre O(h%).

. Régle du trapeze et régle de Simpson sont
toutes deux des formules dites de Newton-Cotes
* Note: la régle de Simpson requiert une évaluation

au point (X; + Xj41)/2
* Eq.(1) définit h; = (x;,; —x;) =2h

Regles composées

¢ Pour intégrer sur un intervalle [a,b],

* Probleme est discrétisé sur 2m+1 points de grille, n =0, ...,N=2m

Xy X, X, Xy X X5 Xg X, Xg Xy Xy Xy Xy

+ Régle de Simpson sur le sous-intervalle [x,.x,,,]

Xn

j f(x)dx:g[fn+4fm+ f ] h= (X —Xo )/ 2M
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Regle composée de Simpson

« Intégration sur tout I'intervalle [x,,x,, ]

Xam

j f (x)dx =

Xo

h
g(on—Z +4 on—l + fzn)

ﬁMa
L

LI S AT S meJ
=1

n n=1

| w|=
—~~

3 fo+af +2f, +4f, +-+2f, ,+4f, ,+f,)
« Régle de Simpson requérant 3 points, ceci

nécessite 2m sous-intervalles tels que
h:(XM—Xi):AX

Exercice: dériver laregle composée pour la
méthode du trapéze
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Conclusion

* Interpolation polyndmiale permet d’obtenir une
fonction qui s’ajuste exactement aux données.

* Interpolation locale avec splines cubiques permet
d’obtenir une représentation locale qui présente
'avantage d'étre continue et différentiable.

* Intégration numérique: évaluation de la précision
atteinte avec une quadrature particuliere.
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